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Модели коллективного выбора

Необходимые сведения из общей алгебры
· Отношения
· Эквивалентность
· Классы эквивалентности
· Фактормножество, каноническая проекция
· Факторструктуры
· Предпорядок – порядок
· Системы стандартных представителей
Индивидуальные предпочтения

Определение. Отношение 
[image: image1.wmf]f

 называется отношением строгого линейного порядка, если выполняются следующие аксиомы:

1. для любого x не верно, что x
[image: image2.wmf]f

x (антисимметричность);

2. если x(y то либо x
[image: image3.wmf]f

y, либо y
[image: image4.wmf]f

x (полнота);
3. если x
[image: image5.wmf]f

y и y
[image: image6.wmf]f

z, то x
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z (транзитивность).

Лемма. Если множество X  конечно и содержит n элементов, то для любого строгого линейного порядка 
[image: image8.wmf]f

 на X существует взаимнооднозначная функция g:X({1,…,n} такая, что x
[image: image9.wmf]f

y тогда и только тогда, когда g(x)>g(y).
· Функции полезности

· Перестановки

· Табличная форма задания

Пусть задано конечное множество альтернатив A. Множество всех строгих линейных порядков на A обозначим R.
Пусть задано конечное множество N={1,…,n} избирателей. Будем считать, что для каждого избирателя i из N задано отношение предпочтения 
[image: image10.wmf]f

i из R. Элементы множества Rn будем называть профилями предпочтений. Для профилей предпочтения будем использовать стандартные обозначения 
[image: image11.wmf](
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· Нарушение транзитивности

· Топология нейронных сетей
· Улам стр. 30 – принятие решения = голосование на уровне подсознания
Аксиомы Эрроу.

· Аксиоматический метод в экономике

Пусть на множестве A задано отношение 
[image: image12.wmf]f

, удовлетворяющее следующей аксиоме:

Аксиома полноты. Для любых x и y  либо x
[image: image13.wmf]f

y, либо y
[image: image14.wmf]f

x.

С отношением  
[image: image15.wmf]f

 можно связать два новых отношения 
[image: image16.wmf]:

 и 
[image: image17.wmf]f

 следующим образом:

x
[image: image18.wmf]:

y тогда и только тогда, когда x
[image: image19.wmf]f

y и y
[image: image20.wmf]f

x;

x
[image: image21.wmf]f

y тогда и только тогда, когда x
[image: image22.wmf]f

y, но не верно, что y
[image: image23.wmf]f

x.
Определение. Отношение 
[image: image24.wmf]f

 называется отношением коллективного предпочтения, если оно транзитивно, то есть 

если x
[image: image25.wmf]f

y и y
[image: image26.wmf]f

z, то x
[image: image27.wmf]f

z;
· Парадокс кучи.

Множество всех отношений коллективного предпочтения обозначим  
[image: image28.wmf]Â

.

Лемма. Если x
[image: image29.wmf]f

y и y
[image: image30.wmf]f

z, то x
[image: image31.wmf]f

z.

Доказательство. Допустим противное. Тогда либо не верно, что x
[image: image32.wmf]f

z, либо z
[image: image33.wmf]f

x. В первом случае из аксиомы полноты следует, что z
[image: image34.wmf]f

x.
Итак, в любом случае z
[image: image35.wmf]f

x. Но тогда с учетом y
[image: image36.wmf]f

z получаем по транзитивности y
[image: image37.wmf]f

x, что противоречит условию x
[image: image38.wmf]f

y.
Определение. Функцией группового выбора будем называть отображение 
[image: image39.wmf]:
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Для каждой функции группового выбора определены отображения ( и ( из Rn в множество бинарных отношений на A, удовлетворяющие условиям:
x((
[image: image40.wmf]f

)y тогда и только тогда, когда x((
[image: image41.wmf]f

)y и не верно, что y((
[image: image42.wmf]f

)x;

x((
[image: image43.wmf]f

)y тогда и только тогда, когда x((
[image: image44.wmf]f

)y и y((
[image: image45.wmf]f

)x;

Будем считать, что функция группового выбора удовлетворяет следующим аксиомам:

Аксиома 1 (монотонность). Пусть имеются два профиля предпочтений 
[image: image46.wmf]f

 и 
[image: image47.wmf]f

( и две альтернативы x и y, удовлетворяющие следующему условию:
если x
[image: image48.wmf]f

iy, то x
[image: image49.wmf]f

i(y для любого i.
Тогда из отношения x((
[image: image50.wmf]f

)y следует отношение x((
[image: image51.wmf]f

()y.

Аксиома 2 (независимость от посторонних альтернатив). Для любых альтернатив x и y и любых профилей предпочтения 
[image: image52.wmf]f

 и 
[image: image53.wmf]f

(, удовлетворяющих условию

x
[image: image54.wmf]f

iy  тогда и только тогда, когда x
[image: image55.wmf]f

i(y,
отношение x((
[image: image56.wmf]f

)y равносильно отношению x((
[image: image57.wmf]f

()y.
· Манипулирование организаторов голосования

Аксиома 3 (суверенность избирателей). Для каждой пары альтернатив x и y найдется такой профиль предпочтений 
[image: image58.wmf]f

, что xπ(
[image: image59.wmf]f

)y.
Аксиома 4 (единогласие). Если профиль предпочтений 
[image: image60.wmf]f

 таков, что x
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iy для всех i, то x((
[image: image62.wmf]f

)y.
Лемма. Аксиомы 1, 2, 3 эквивалентны аксиомам 1,2 и 4.
Теорема Эрроу (1951, 1963).

Определение. Функция группового выбора называется диктаторской, если найдется такой избиратель i, что условие x
[image: image63.wmf]f

iy влечет условие x((
[image: image64.wmf]f

)y.

Теорема. Пусть множество N содержит, по меньшей мере, двух избирателей, а множество A содержит не менее трех альтернатив. Тогда всякая функция выбора, удовлетворяющая аксиомам 1,2 и 3 является диктаторской.
Доказательство. Введем удобный термин.
Определение. Множество избирателей T называется решающей коалицией для упорядоченной пары альтернатив (x,y), если для любого профиля предпочтений 
[image: image65.wmf]f

 выполнение условий x
[image: image66.wmf]f

iy для всех i(T влечет выполнение условия x((
[image: image67.wmf]f

)y.

Лемма. Коалиция T является решающей для (x,y) тогда и только тогда, когда найдется профиль предпочтений 
[image: image68.wmf]f

, для которого {i(N: x
[image: image69.wmf]f

iy}=T и x((
[image: image70.wmf]f

)y.
Доказательство. Прежде всего, заметим, что в силу аксиомы монотонности коалиция T  является решающей для (x,y) тогда и только тогда, когда для любого профиля предпочтений 
[image: image71.wmf]f

 выполнение условия {i(N: x
[image: image72.wmf]f

iy}=T влечет выполнение условия x((
[image: image73.wmf]f

)y.

Рассмотрим профиль предпочтения 
[image: image74.wmf]f

(, определенное условиями:
а) для i(T  x
[image: image75.wmf]f

(iy
[image: image76.wmf]f

(iz для любого z(x,y;

б) для i(T y
[image: image77.wmf]f

(ix
[image: image78.wmf]f

(iz  для любого z (x,y,z.

В силу аксиомы независимости от посторонних альтернатив коалиция T является решающей для (x,y) тогда и только тогда, когда выполнение условия {i(N: x
[image: image79.wmf]f

(iy}=T влечет выполнение условия x((
[image: image80.wmf]f

()y.
Последнее условие в силу аксиомы независимости от посторонних альтернатив равносильно тому, что найдется профиль предпочтений 
[image: image81.wmf]f

, для которого {i(N: x
[image: image82.wmf]f

iy}=T и x((
[image: image83.wmf]f

)y.
Определение. Коалиция T называется решающей, если найдется упорядоченная пара (x,y) такая, что коалиция T является решающей для (x,y).
Коалиция N является решающей в силу аксиомы единогласия. Следовательно, семейство решающих коалиций не пусто. Пустое множество решающей коалицией не является, опять таки в силу аксиомы единогласия. Поскольку множество N конечно, найдется такая решающая коалиция T, что никакое ее собственное подмножество решающей коалицией не является.
Лемма. Такая коалиция T содержит ровно одного избирателя.

Доказательство. В силу только что сделанного замечания, по крайней мере, одного избирателя j коалиция T содержит. Допустим, что коалиция T содержит более одного избирателя. Тогда множество W=T\{j} не пусто. Положим U=N\T. Пусть коалиция T решающая для альтернатив (x,y). Множество A содержит еще по крайней мере одну альтернативу z. 
Рассмотрим следующий профиль предпочтений: x
[image: image84.wmf]f

j y
[image: image85.wmf]f

j z, z
[image: image86.wmf]f

i y
[image: image87.wmf]f

i x для всех i из W и y
[image: image88.wmf]f

i z
[image: image89.wmf]f

i x для всех i из U (если есть другие альтернативы, то считаем, сто они хуже альтернатив x,y,z для всех избирателей).
Тогда x((
[image: image90.wmf]f

)y так как коалиция T решающая для альтернатив (x,y).

Кроме того, y((
[image: image91.wmf]f

)z, так как иначе выполнялось бы отношение z((
[image: image92.wmf]f

)y и по предыдущей лемме коалиция W была бы решающей для (z,y) вопреки выбору коалиции T.
Из справедливости этих двух отношений следует x((
[image: image93.wmf]f

)z (по доказанной выше лемме). Но тогда коалиция {j} является решающей для (x,z), что опять противоречит выбору коалиции T.

Поученное противоречие доказывает лемму.

Итак, доказано, что существуют избиратель j и альтернативы (x,y) такие, что коалиция {j} является решающей для (x,y). Для доказательства теоремы достаточно доказать, что коалиция {j} является решающей для любой пары альтернатив (v,w).
Начнем с пар вида (x,w). Рассмотрим следующий профиль предпочтений x
[image: image94.wmf]f

j y
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j z, y
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i z
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i x для всех i(j. Имеем, x((
[image: image98.wmf]f

)y, так как {j} является решающей для (x,y). Кроме того y((
[image: image99.wmf]f

)z в силу аксиомы единогласия. По транзитивности получим , x((
[image: image100.wmf]f

)z, следовательно, {j} является решающей для (x,w).

Рассмотрим теперь пары (v,w), в которых оба элемента отличны от x. Рассмотрим профиль предпочтений v
[image: image101.wmf]f

j x
[image: image102.wmf]f

j w, w
[image: image103.wmf]f

i v
[image: image104.wmf]f

i x для всех i(j. Имеем, v((
[image: image105.wmf]f

)x в силу аксиомы единогласия. Кроме того, x((
[image: image106.wmf]f

)w, поскольку как только что доказано, является решающей для (x,w). По транзитивности имеем v((
[image: image107.wmf]f

)w, следовательно, {j} является решающей для (v,w).
Осталось рассмотреть пары вида (v,x). Рассмотрим профиль предпочтений 
v
[image: image108.wmf]f

j w
[image: image109.wmf]f

j x, w
[image: image110.wmf]f

i x
[image: image111.wmf]f

i v для всех i(j. Имеем, v((
[image: image112.wmf]f

)w, как доказано в предыдущем абзаце. Кроме того, w((
[image: image113.wmf]f

)x в силу аксиомы единогласия. По транзитивности получим v((
[image: image114.wmf]f

)x. Следовательно, {j} является решающей для (v,x).

Теорема доказана.
Другое доказательство теоремы Эрроу

Пусть функция группового выбора (  удовлетворяет аксиомам 1, 2, 3, а значит, и 4. Докажем, что она является диктаторской.

Фиксируем произвольную альтернативу 
[image: image115.wmf]xA

Î

. Докажем следующую лемму.

Лемма. Пусть профиль предпочтений 
[image: image116.wmf]f

 таков, что для любого избирателя i выполняется одно из двух условий:

· для любой другой альтернативы 
[image: image117.wmf]yA

Î

 выполняется отношение x
[image: image118.wmf]f

iy;
· для любой другой альтернативы 
[image: image119.wmf]yA

Î

 выполняется отношение y
[image: image120.wmf]f

ix.

Тогда выполняется одно из двух условий
· для любой другой альтернативы 
[image: image121.wmf]yA

Î

 выполняется отношение x((
[image: image122.wmf]f

)y;

· для любой другой альтернативы 
[image: image123.wmf]yA

Î

 выполняется отношение y((
[image: image124.wmf]f

)x.

Доказательство. Допустим противное. Тогда найдутся альтернативы y и z, для которых 
[image: image125.wmf]()()
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. По транзитивности отсюда получим 
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. Рассмотрим другой профиль предпочтений, 
[image: image127.wmf]*
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, удовлетворяющий условиям
· для всех i(N  выполняется отношение 
[image: image128.wmf]*
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· если 
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, то и 
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· если 
[image: image131.wmf]i
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, то и 
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· если 
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, то и 
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i

yx

f

;

· если 
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, то и 
[image: image136.wmf]*
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Тогда в силу аксиомы о независимости от посторонних альтернатив из условия 
[image: image137.wmf]()
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. Значит, по транзитивности 
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С другой стороны, в силу аксиомы единогласия 
[image: image142.wmf]()
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. Полученное противоречие доказывает лемму.

Рассмотрим параметрическое семейство  
[image: image143.wmf]01
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 профилей предпочтений, удовлетворяющих условиям
· если i(t, то для любого y(x выполняется отношение 
[image: image144.wmf]i
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· если i>t, то для любого y(x выполняется отношение 
[image: image145.wmf]i
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· если y и z отличны от x, то для любого i, и любых t и l условие 
[image: image146.wmf]i
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 влечет условие 
[image: image147.wmf]i
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В силу аксиомы единогласия для любого y(x выполняются условия 
[image: image148.wmf]0
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. Значит, в силу предыдущей леммы найдется такое d=1,…,n, что для любого y(x выполняются условия 
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[image: image151.wmf]()
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. Покажем, что этот избиратель d является диктатором.
Лемма. Для любых двух различных альтернатив y(x и z(x условие 
[image: image152.wmf]d
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 влечет условие 
[image: image153.wmf]()
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Доказательство. Рассмотрим профиль предпочтений 
[image: image154.wmf]*
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, удовлетворяющий условиям

· для любого i условие 
[image: image155.wmf]i
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 равносильно условию 
[image: image156.wmf]*
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· если i<d, то для любого w(x выполняется условие 
[image: image157.wmf]*
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· 
[image: image158.wmf]**

dd

yxz

ff

;
· если i>d, то для любого w(x выполняется условие 
[image: image159.wmf]*
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· если w(x и v(x, то для любого избирателя i условие 
[image: image160.wmf]i
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 равносильно условию 
[image: image161.wmf]*
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В силу аксиомы о независимости от посторонних альтернатив условие 
[image: image162.wmf]()
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 равносильно условию 
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Сравним профили предпочтений 
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 эквивалентны, поэтому в силу аксиомы 2 эквивалентны условия 
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. Но в силу выбора избирателя d, выполняется отношение
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Теперь сравним профили предпочтений 
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. По построению условия 
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 эквивалентны, поэтому в силу аксиомы 2 эквивалентны условия 
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. Но в силу выбора избирателя d, выполняется отношение
[image: image179.wmf]()
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, значит 
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Сравнивая выводы двух последних абзацев, получим в силу транзитивности 
[image: image181.wmf]*
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. Лемма доказана.

Подведем предварительные итоги. Фиксировав альтернативу x, мы нашли такого избирателя d, что для любой пары альтернатив y(x и z(x отношения 
[image: image182.wmf]d
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 и 
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 эквивалентны.

Фиксировав альтернативу z и проведя те же рассуждения, мы можем найти, вообще говоря, другого избирателя e, для которого для любой пары альтернатив x(z и y(z отношения 
[image: image184.wmf]e
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[image: image185.wmf]()

xz

p

f

 эквивалентны. Но сравнение профилей предпочтений 
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 и 
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f

 показывает, что на самом деле e=d.

Аналогичные рассуждения можно провести и для фиксированного элемента y. А поскольку в любой паре альтернатив не содержится один из элементов x,y или z, избиратель d является диктатором.

Теорема доказана.
Варианты теории

1. Ранжирование вместо голосования

2. Ослабление требований к индивидуальным предпочтениям

· Квазипорядок (компонента безразличия не обязательно транзитивна). Тогда – олигархия 

· Ацикличность. Тогда – выделяются выигрывающие коалиции.

3. Ослабление требований к коллективным предпочтениям

4. Экспертные оценки.

5. Вероятностный подход

Правило большинства

Определение. Правилом голосования называется отображение S, ставящее в соответствие каждому профилю предпочтений 
[image: image188.wmf]f

 непустое подмножество S(
[image: image189.wmf]f

) множества альтернатив.

Аксиома 5 (монотонность). Пусть имеются два профиля предпочтений 
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 и 
[image: image191.wmf]f

( и две альтернативы x и y, удовлетворяющие следующему условию:

если x
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iy, то x
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i(y для любого i и для любых y,z(x и любого i отношение z
[image: image194.wmf]f

iy выполняется тогда и только тогда, когда z
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i(y  .

Тогда из отношения x(S(
[image: image196.wmf]f

) следует отношение x(S(
[image: image197.wmf]f

().

Аксиома 6 (нейтральность). Пусть ( – перестановка на множестве альтернатив и профили предпочтений 
[image: image198.wmf]f

 и 
[image: image199.wmf]f

( удовлетворяют условию:
для любого i отношение x
[image: image200.wmf]f

iy выполняется тогда и только тогда, когда ((x)
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i((y).
Тогда включение x(S(
[image: image202.wmf]f

) равносильно включению ((x)(S(
[image: image203.wmf]f

().
Аксиома 7 (анонимность). Пусть ( – перестановка на множестве избирателей и профили предпочтений 
[image: image204.wmf]f

 и 
[image: image205.wmf]f

( удовлетворяют условию:

для любого i отношение x
[image: image206.wmf]f

iy выполняется тогда и только тогда, когда x
[image: image207.wmf]f

((i)(y.
Тогда включение x(S(
[image: image208.wmf]f

) равносильно включению x(S(
[image: image209.wmf]f

().
Ограничимся рассмотрением случая с двумя альтернативами.

Теорема. Правило голосования S анонимно, нейтрально и монотонно тогда и только тогда, когда найдется целое 
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 для которого множество S(
[image: image211.wmf]f

) есть множество альтернатив, которые являются наилучшими, по крайней мере, для q избирателей.
Аксиома 8 (строгая монотонность). Пусть имеются два профиля предпочтений 
[image: image212.wmf]f

 и 
[image: image213.wmf]f

( и две альтернативы x и y, удовлетворяющие следующему условию:

если x
[image: image214.wmf]f

iy, то x
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i(y для любого i и для любых y,z(x и любого i отношение z
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iy выполняется тогда и только тогда, когда z
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i(y и  
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Тогда из отношения x(S(
[image: image220.wmf]f

) следует отношение {x}=S(
[image: image221.wmf]f

().
Теорема. Существует единственное анонимное, нейтральное и строго монотонное правило голосования – правило простого большинства.

Определение. Правило голосования называется решительным, если для любого профиля предпочтений 
[image: image222.wmf]f

 множество S(
[image: image223.wmf]f

) состоит из одного элемента.

Теорема. Не существует анонимных, нейтральных и решительных правил голосования.
Голосование по Борда
· Сумма мест
· Другие оценки

· Линейная свертка

· Трудность выявления предпочтений

· Нарушение аксиомы независимости от посторонних альтернатив

· Пример:
[image: image224.wmf]3576

aabc

bcdb

cbcd

dda

.
Пример: голосование по Ролсу

· Два голосующих, семь кандидатов

· Ранжирование, выбор – минимакс ранга

· Три худших отбрасываются

· Оптимум – лучший из четырех оставшихся

· Если кандидат получается в результате 1-равновесия и 2-равновесия, то он единственный

· В противном случае – борьба за лидерство

Модель голосования Кондорсе 

(Condorset Мари Жан Антуан Никола 1743–1794).

· Нечетное число игроков.

· Правило голосования – выбирается один из набравших максимальное количество голосов. В остальном – произвольно.

· Пустота (–ядра. Парадокс Кондорсе.

· Анонимность, нейтральность и строгая монотонность приводит к правилу Кондорсе

· Анонимность и категоричность противоречивы

· Манипуляции на выборах
· Парадлкс Эрроу – парграф IV.3 у Блекуэла–Гиршика
Задачи

1. Докажите, что полное отношение рефлексивно.

2. Исследовать модель голосования по Кондорсе в случае четного числа игроков.

3. Голосование проводится в два тура. В первом туре каждый избиратель подает свой голос за одного из кандидатов. Если кто-то из кандидатов наберет более половины голосов, он считается победителем выборов. В противном случае проводится второй тур, в котором участвуют два кандидата, набравшие в первом туре наибольшее число голосов. Побеждает тот из них, кто наберет больше голосов. Является ли данное правило голосования монотонным?
Литература

1. Льюс Р.Д., Райфа Х. Игры и решения. М.: ИЛ, 1961.

2. Мулен Э. Кооперативное принятие решений: Аксиомы и модели. М.: Мир.1991.

3. Клима Р., Ходж Дж. Математика выборов. М.: МЦНМО. 2007.
4. Гарднер М. Путешествие во времени. М.: Мир, 1990
Лекция 071105.doc 14.12.2009

_1290054675.unknown

_1290057012.unknown

_1290057743.unknown

_1290058629.unknown

_1290058875.unknown

_1290058995.unknown

_1290059099.unknown

_1290059655.unknown

_1290059736.unknown

_1290305247.unknown

_1290059720.unknown

_1290059642.unknown

_1290059098.unknown

_1290058944.unknown

_1290058974.unknown

_1290058924.unknown

_1290058930.unknown

_1290058923.unknown

_1290058764.unknown

_1290058859.unknown

_1290058752.unknown

_1290058322.unknown

_1290058464.unknown

_1290058608.unknown

_1290058373.unknown

_1290057965.unknown

_1290058293.unknown

_1290057930.unknown

_1290057445.unknown

_1290057546.unknown

_1290057605.unknown

_1290057670.unknown

_1290057510.unknown

_1290057315.unknown

_1290057053.unknown

_1290055060.unknown

_1290055797.unknown

_1290055991.unknown

_1290056473.unknown

_1290056703.unknown

_1290056300.unknown

_1290055834.unknown

_1290055213.unknown

_1290055646.unknown

_1290055105.unknown

_1290054758.unknown

_1290054970.unknown

_1290055038.unknown

_1290054759.unknown

_1290054710.unknown

_1290054720.unknown

_1290054682.unknown

_1290053183.unknown

_1290054567.unknown

_1290054596.unknown

_1290054641.unknown

_1290053951.unknown

_1290053962.unknown

_1290054086.unknown

_1290053464.unknown

_1251266691.unknown

_1251267747.unknown

_1251524324.unknown

_1251526215.unknown

_1251267132.unknown

_1251267003.unknown

_1251266113.unknown

_1251266164.unknown

_1251265992.unknown

_1251266022.unknown

_1251264192.unknown

